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Z1Ar Axiomatik der・linearenAbhangイgkeit，111 (Schluss). 
Von Takeo NAKASAWA 
(Eingegangen am 20 Juli， 1936) 
~ 1. Einleitung. 
1n meinen fruheren Arbeiten(l) habe ich eine Methode hergestellt 
und gezeigt， dass sich dieselbe fur die U ntersuchungen der linearen 
Abhangigkeit im projektiven Raumes rnit Erfolg verwenden lasst. Die 
betrachtete Methode gehort zu einer algebraischen Symbolenrechnung， 
bei welcher sogar die einzige Relation d. h.“gelten " (nat首rlichauch die 
Verneinung "nicht gelten") fur gewisse Reihen der Elementen aufge-
pragt wird. Diese Rechnung habe ich deshalb nach G. Thomsen einen 
ZykleηんαJんil(2)genannt. 
1n der vorliegenden Schrift handelt es sich 
1. um den vollst託ndigenAufbau der projektiven Geometrie， indem die 
am Anfang meiner Arbeit aufgezahlten Rechnungsprinzipien(3) als 
raumliche Axiome eines geometrischen Raumes gedeutet werden， 
und 
2. um einige Anwendungen zum allgemeinen linearen Raum sowie Ver-
gleichungen mit den verwandten Arbeiten von Herren G. Birkhoff 
und狂.Whitney， und 
3. um einen Unabhangigkeitsbeweis der dort angenommenen Axiomen-
gruppe. 
(1) T. Nakasawa，“Z仰 .Axiomαti!c deγ liηω7・enAbh出~gigkeit. 1"， Science 
Reports of the Tokyo Bunrika Daigaku， Sec. A， Vol. 2， No. 43， (235-255); II， ibid.， 
Sec. A， Vol. 3， No. 51， (45-69). Wegen der BequemlichkE:~it bezeichnen wir diese 
zwei Arbeiten bzw. kurz mit Al und A2. 
(2) Das Wort und die ldee des Zyldenkalkuls geht wohl zum G. Thomsenschen 
Buch，“ Grundlα，gen dm' Eleme叫αrgeomet?;ie"， (Leipzig 1933) zur泣ck.Unter Einfiuss 
seiner Idee habe ich meine axiomatische Untersuchung der 1inearen Abhangigkeit 
angefangen. 
(3) V gl. S. 236 in Al， sowie S. 46 in A2! 
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Schreibt man nun f註r8 Punkte α1 ， 向， ・1 αs des k lassischen 
n-dimensionalen projektiven Raumes(4)α1…ι= 0 (gewりhnlich in 
kurzen Zeichenα1…αふ bzw.α1…αsト0，je nachdem sie linear aか
hangig oder linear unabhangig sind， so gelten bekanntlich die folgenden 
Relationen(5) ; 
10α1= 0 ， αα. 
20 α1 ・・ αs→ α1 ・ αsX， (8ミ2). 
30 α1 ・ αi '" ι→ αγ・α1・・ αs， (8ミ4孟2). 
40 xal・・αs，α1・ αsY→ α1・ αoder xal ..αs-lY， (8与1). 
50 α1・ αsXy→ Ez， α1 ・・.asz， 勾z，(s乙2). 
Umgekehrt， wenn man diese funf Satze allein als Rechnungsprin-
zipien eines logischen Kalkuls fur den Elementen α1 ， α2， … ， αs. ・・.einer 
abstrakten Menge ~ aufnimmt， dann lassen sich auf Grund der Axiome 
10 bis 40 fast ale Eigenschaften der linearen Abh説ngi只keitherleiten， 
welche keine Existenzaussage enthalten. Wenn man ferner das letzte 
Axiom 50 dazu adjungiert， dann lasst sich der Dualitatssαtz des linearen 
Raumes 
Rang (AハB)十 Rang(A 'J B) = Rang A十 RangB(6) 
beweisen， und sodann werden fast al1e Satze des projektiven Raumes 
beweisbar. Die Einzelheiten daruber habe ich bereits in meiner Arbeiten 
Al， A2 ausfuhrlich betrachtet. 
In der vor1iegenden Schrift will ich die Unterschied klar herzustellen 
versuchen， welche Satze der projektiven Geometrie aus den Axiomen 
10-50 herleitbar sind und welche nicht. Dafur scheint es mir zweckmおsig
das betrachtete 10-50 Axiomensystem mit dem Veblen-Youngschen(7) zu 
vergleichen， da ich das letztere f註reines der vol1standigen und vorbild-
lichen Systeme halte. 
(4) Vgl. z. B. Eugenio BertinI，“E何Ijuhγung何 d匂 p'i・ojelctiveGeomeh・iemehト
出mωsionαleγ Raume"，Wien， 1906， (1-23)! 
(5) Betreffs der hier benutzten Bezeichnungen vergleiche S. 235 in Al oder S. 
45 in A21 
(6) Satz 29 auf S. 48 in A2. 
(7) O. Veblen and J. W. Young，“ Projective geometγy， 1"， Boston， 1910， (1-30). 
[Sc. Rep. T.B.D. Sec. A. 
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~ 2. Die Vergleichung tnit dem Veblen， Youngschen System. 
Defi.nition : Es sei α1， a2， ・ぃ ， αn n linear unabhangige Elemente 
d. h.α1…α%キO. Die Menge der allen Elementen x vonむderart，dass 
αγ リ αnX = 0 sind， nennen wir den von α1 ， α2， .・ ， αn erzeugten lineα?‘en 
Rαurn in 58 vom Range n， inZeichen m叫(α1.・αn)，und den Zyklusα1…α品
nennen wir die Basis des沢旬(α1…On). Insbesondere nennen wir den 
linearen Raum vom Range 1 bzw. 2 den Purzkt bzw. die Geγαde. 
Dann bestehen die folgenden 8atze. 
(j) Zwei Punkte ~H(α) ， 91(b) stimmen dann und nur dann ein， wenn 
αb = O.
(i) Drei Punkte ~{(α) ， m(b)， u¥(c) liegen dann und nur・dannauf 
einer einzigen Gerade， wennαbc = O. 
(ii) Zwei disjunkte Punkte m(α)，沢(b)bestimmen eine einzige 
Gerade ~1(αb). 
(iv) Zwei auf einer Gerade m(αb) liegende disjunkte Punkte汎(♂)， 
~)1(ν) bestimmen dieselbe Gerade， d.h. m(αb) = fi(xy). 
Die Beweise derselben finden sich im noch erweiterten 8inne bereits 
in A1. 
(v) Wenn m(α)， ~1(b) ， m(c) nicht auf einer Gerade liegen， und fi(d) 
auf der Gerade fi(bc) liegt， und fi(e) auf der Gerade fi(αc) liegt， und 
noch沢(d)半 m(e)ist， soexistiert mindestens ein Durchschnittpunkt沢([)
von fi(αb) und況(de)・
Beweis: Nach der Voraussetzung und nach (i)， (i) folgt， dass 
α，bcキ0，bcd = 0，αce = 0， und deニトO.
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Da αbキ0，deキ0，α，bfニ 0，und def = 0 sind， so ist der Punkt ffi(f) 
der Durchschnitt der Geraden fi(αb) und m(de)， w. z. b. w. 
(vi) Es seien ~ì(α1 … αIJ ein linearer Raum vom Range k und fi(αlcf-l) 
ein nicht darin 1iegender Punkt. 80 stimmen der linearen Raum 
m(1α1・ aj，け 1)vom Range k十1白 m凶i託t.ode訂rωM町Mer峨亭沢(いα仇伽ωkれk+l叫1叫 wel白 au
allen durch Veぽrb凶indungdes fおes坑tenPunkte邸s~沢R(α仇hわす汁-.1) mi抗tirgendeinem n 1
PU片u山I耐沢(ω勿)von fi(α1…αlc) entstehe的 nGeraden沢(αω)be山 ht.
Bewes: 8ei fi (ν) ein beliebiger in 2J沢(αlctlX)liegender Punkt， 
Vol. 3. No.55.] 
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so folgt， α1・ αIc忽 xak+JY→ (8)α1・ αk+lY→ fi(αl…αIc+!)ラ況(ν). 
2沢(αk.t-1忽)三m(α1・ αk+l). 
;百
Sei m(ν) ein beliebiger in fi(α1・ αk+l)liegender Punkt， so folgt， 
α1・.a!c+lY→ Ex， α1・ αlcX，αk+l仰・
Ex， ~1(α1 ・・・ αk) :3 ffi(x) ， ヲ1(αlc+lX):3 fi(γ) . 
b fi(αlc+lX)二三沢(α1・ αlc+l)• 
Durch Vergleichung der beiden ergibt sich sodann 
~m(仇トlX) =坑(α1…alc+l)， w. z. b. w. 
(vii) Bezeichnet man drei auf einer Gerade liegende Punkte als 
eine Klasse von Punkten， sozerf討lt~ in eine Anzahl von Klassen von 
Elementen(9)， die untereinander keine gemeinsame Elemente besitzen 
Sei ~\J eine solche Klasse von Elementen， so Ist ~\I auch ein ~2-Raum(10) 
und m zerfallt in die direkte Summe von ?sl' ?l32' ~3 ，… (11). Dann 
existieren mindestens drei Punkte auf jeder Gerade von ?sv (l2). 
Der wesentliche lnhalt dieses Satzes findet sich bereits In A2， ~5， SS. 
63-69. 
Das Veblen-Youngsche Axiom ist folgendes(13): 
By a projective geometry is meant a set of elements which， for suggestiveness， 
are calIed points subject to the following four conditions: 
I. If A and B are distinct points， there is one and only one 1ine that contains 
A and B. 
r1. If A， B， C are non-col1inear‘points and if a line l contains a point D of 
the line (BC) and a point E of the line (AC)， where D and E are distinct points， 
then the line l contains a point F of the line (AB). 
II. There are at least three points on every line. 
IV. A k-space is defined by the following inductive de白1ition. A point is a 
l ・space. If Al' A2' ，A!C+l are points not al in the same k-space， the set of 
alI points collinear with the point A1c+l and any point of the k-space (A1A2・ Ak)
is the (lc十l)-space(AIA2 ・ A1c十I). Thus a line is a 2-8pace， and a plane is a 3-spece， 
and 80 on. 
(8) Zusatz 2 zum Satz 24 auf S. 252 in A1. 
(9) Satz 63 sowie Zusatz auf S. 63 in A2. 
(10) Definition vr auf S. 47， sowie地Satz73 auf S. 69 in A2. 
(11) Satz 71， Zusatz， Satz 72， und Zusatz 1 auf SS. 67-68 in A2. 
(12) ~v heisst der $-Raum. Vgl. Definition XII auf S. 63 in A2! 
(13) O. Veblen and W. H. Bussy，“F伽itepγojectかegeometries "， Trans. Amer. 
Math. Soc.， Vol. 7， 1906， (241-242). 
[Sc. Rep. T.B.D. Sec. A. 
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Durch Vergleichung dieses Axiomensystems mit den oben bewiesenen 
Satzen sehen wir。迂enbar，dass unsere Satze (ii)， (iv) zu 1， (v) zu I， und 
(vi) zu IV inhaltlich entsprechen. Das Axionl III gilt aber nicht immer 
imむ2-Raum，da ein n・Simplexo4lsich als einむγRaumau:fassen lasst. 
Jedoch besteht dasselbe eben im ~嗣Raum ， iolg1ich auch im linearen 
Pri mra um (15). 
Also nach (vi) kann man folgendermassen behaupten. 
Satz 74. J;θdeγ ~2-Rαum lιst sich bお α叫jdie Anordnung deγ 
Fαktoγenαuf die einuge Weise iηd旬 dかelaeSumm，e von p1~ojektiven 
Raurneη ze1イegen. Jeder ~-Rα悦m oder jedeγliηθαre Prim'faum ist 
ein pγoje1ctiveγRαum. 
Dem obigen Veblen-Youngschen Axiomensystem， welches eine Deι 
nition des， sozusagen， dimensionifreien projektiven Raumes ist， wird 
gewりhnlichdas folgende Dimensionsaxiom hinzugefugt. 
V. There is a finite upper bound to the dimensions of the spaces. Let n be 
the upper bound， our set of points is called an n-dimensional projective space. 
Dann besteht der folgende Satz. 
Satz 7 5. J eder linθαγe PパmγαU1nvom Range n ist ein n-d仇n仰向
sionαler pγoJ'e1ctiver Rαu?n. Jeder lineαγeRαu1n lasst sich bisαuf d旬
AnOTdnung der Fαkto?・enαufd1:e einzige Weise in die endliche direlcte 
Summe匂onpγojektiven R品仰nen旬。ηendlichenDimeηsioηen zerlegen(16). 
S 3. Anwendungen und verwandte Arbeiten. 
1. Die Anwendung zum allgemeinen linearen Raum(17) und Hil-
bertschen Raum(18). 
Die Abelsche Gruppe m mit den 1inksseitigen Operatoren der reellen 
Zahlen (oder mit dem allgemeinen abstrakten Kほper)heisst den allgか
(14)IJIlter ein n-simplex versteherlwir die Menge von 7Z Elementerh in deren 
die Gelten-Relαt407z folgendermassen deaniert ist;d .i，der ZyK111s，der Ilehr als 
zweI dieselbe Elementen enthalt， setzen wIr = 0， sonstキO.
(15)Dearlition VIII auf s.52，sowie Z11satz1zurn satz72auf s.68in A2・
(16) 8atz 62 auf S. 62， sowie 8atz 57 auf 8. 60 in A2¥¥res. Warsza wa， 1932， 
(17) Vgl. z・B.8. Banach，“ Theon:e des opemtions lineaiγes， W 
K却JJDHilbert， ‘“‘白山仰ω e~仰4仰ηGω? ω…TheωOω2川
glμei化ch附uωLω?旬~ge'iηZけ勺， 4. Mittei1ung， Gottingen Nachrichten， 1906， (88， 157-227) ・
Vol. 3， No.55.] 
(81 ) 
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meinenlinearen Raum(19). Es seien nun Xl'…， Xs je s von Null verschiedene 
Elemente von沢.明Tenn es s reelle Zahlenα1 ，…， αs gibt， die nicht 
samtlich gleich Null sind， und f註rdie gilt:α1約十…十αsXs= 0 (d. h. 
Xl，…，ιvektorabhangig !)， bezeichnen wir dies mit Xl . Xs = 0， und sonst 
mit Xl…ιキO. Dann werden die f江nfAxiomedes ?s2-Raum offenbar 
1m沢 erf仁ilt. Folglich ist folgendes zu behaupten : 
Dお Mengedeγαlen voη Null veγschiedeηω Elemente des αlge-
meImen lineαγenRαums 1:St ein 932-Rαum in Bezugαuf die oben eγklaγte 
lineα7・eAbhangigkeit. 
Wenn man ferner die Bedingungエαi= 0 zur obigen Definition der 
linearen Abhangigkeit hinzufugt (d. h. Xl，…， Xs punktabhangig !)， 80 
sind die vier Axiome des 931-Raums offenbar im m erfullt. AIso kann 
man behaupten : 
Derαllgemeiηe linωγe Rαum ist einむl-Rαumiη Bezugαv.f die 
80lchermαse definierte Abhangi.qkeit. 
Da es bei den beiden De五nitionender 1inearen Abhangigkeit mindes国
tens drei Punkte auf jeder Gerade gibt， so ist der allgemeine lineare 
Raum ein ~-Raum. Der Hilbert回heRaum ist bekanntlich ein Sonder司
falI des allgemeinen linearen Raumes， daher ist unser Zyklenkalkul 
auch dazu anzuwenden. 
2. Die Anwendung zur“Lαtice "回Theorie20) Bool:ヲchenAIgebra(21l， 
und Ve1・b伽 denthωrie22).
Wir denken uns ein solches "Lattice C'¥welches kommutativ， 
assoziativ， reduktiv(?.3)， und schwach distributiv(24) ist， und noch dem 
(19) S. .Banach，“Suγles operαtions dαns les eηsemblesαbtγαits et leuγα.ppli・
cαtion aux eq旬αtionsintegγalesけ tFund. Math.， 3， (1922)， S.135. 
A. Tychonoff，“Ein P.臼punktsαtz"， Math. Ann.， 111， (1935)， S.767. 
(20) G. Birkho色“ Onthe combination of subalgebras "， Proc. of the Cam. 
Phil. Soc.， 29， 1933， (441-464)， sowie .， Applicαtions of， lαtice algebγα"， ibid.， 30， 
1934， (115-122). 
(21) E. V. Huntington， "Set of indep仰 dentpostulates for the algebγα0/ logic"， 
Trans. of the Amer. Math. Soc.， Vol. 5; 1904， (288-29り).
G. Bergmann，“ZuγAxiomatiJc der Elementargeometr白川t Monat. fur 
Math. und. Phys.， 36， 1929， (269-290). 
(2) Fritz Klein，μ ZuγTheoγie deγαbstγαkten Vet・kniipfungen"，Math. Ann.， 
!~5_， 1931， (308-323)， sowie Uber einen Zerlegω~gssαtz in der Theoγie derαbstγαklen 
VerJcniipfungen "， Math. Ann.， 106， 1932J (114-130). 
(23) d. h.α i¥(αvb)= αv(αハb)=αfur beliebigeα，b. L4 auf S. 743 in G. 
Birkhoff， μ Combinαtoγぬtγelαtions in pγoject初egeometl・犯s"， Ann. of Math.， Vol. 
3~， 19~5 ， i74_3-748). Wegen der Bequemlichkeit bezeichnen wir diese Arbeit kurz 
mit“G. Birkhoff C". 
(24) d. h. (αvc)ハ{bv(α i¥C)}={(αv c)i¥ b} v (α i¥ c) fur beliebigeα， b， c.
~5 auf S. 442 in G. Birkhoff，‘， On the structure ofαbstγαct algebras"， Proc. of the 
Cam. Phil. Soc.， 31， 1935， (433-454). 
[Sc. Rep. T.B.D. Sec. A. 
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Vielfachenkettensatz(25l， genugt(26). Dies ist namlich nach G. Birl王hoff
sogenanntes "modulαγLαtice "， dessen Ele111ente laute1噌旬。ηendlichen
Diη1ensionen .c;ind(27). Die Menge der allen ein-dimensionalen Elemente. 
凶 mlichder allen Punkte von C， bezeichnen wir mit L， und s Punkte 
α1 ， … ， asderselben bezeichnen wir mit α1・.asキObzw.α1 ...αs 二=0， je
nachdem， dim (α1 v …)仇)= S oder dim (αlV…)仇)< s ist. So 
bestehen offenbar die funfAxiome desむγRaumsin L. Daher gilt ; 
Die Pω~ktmenge von jedem“1nodulαγLαtice "， dαs dem Viel-
fachenkette倒的 genugt，ist ein ¥f32-Rαωzυon endlichen Dun，ensionen. 
Es sei hier bemerkt， dass in L ausαlキα2αla2:-.ドofolgt， und dem-
nach besteht der Punkt fi(α) aus einem einzigen Elementα. Setzt man 
nun noch das Gesetz des Komplements(28) in C voraus， solasst sich jedes 
n-dimensionale Element αalsω=αlV…〉叫1bezuglich der n tre迂enden
Punkteα1 ，…， α，党 darstellen(2告)， also kann man folgendermassen be-
haupten; 
DiθPunkt?nenge von jedenz， “c01nplemented modulαγLαtice "， dαs 
de-m Vie1jαchenkettensatz genugt， ist ein ¥f32-Rαurn von eηdlichω Diη2en-
sionen， und J'edes Element von Lαtice entspパchteineindeutig zu eine'J'i'/; 
liηeα1~en Rαun1 von思γRαum.
Setzt man das distributive Gesetzα(¥ (bvc)ニ (αtヘb)¥j (αハc)i30)an die 
Stelle des schwachen distributiven Gesetzes in ( complemented modular 
Lattice "， so ergibt sich die Boolsche Algebra; also ist jede Boolsche 
Algebra， die dem Vielfachenkettensatz gen註gt，auch selbstverst註ridlich
ein ¥f3γRaum. Da in der Boolschen Algebra kりnnenkeine drei Punkte 
auf einer Gerade liegen， sozerfallt die Boolsche Algebra in die direkte 
Summe von endlichen Punkten; infolgedessen wird sie endlich. Es ist 
ohne weiteres einzus'ehen， dass sich der von Herrn F. Klein betrachtete 
sog. Verband auch als ein Lattice auffassen lasst. 
(25) d. i. in jeder Reihe d町 Produk印刷， α1(\ 向， α1'"α'，~.~α3 ， .，. irgend zwei 
Absatze je gleich sind. L.1 auf S. 801 in G. Birkhoff，“Abstrαctl初εαrdependeη'，ce 
ω1d lattices "， Amer. Journ. of Math.， Vol. 57， ]935， (800-804). 
(26) Das Gesetz des Komplements ist hier nicht immer notwendig. 
(27) S. 745 in G. Birkhoff C. 
(28) Ge蹴 zdes Komplements: Fur jedes Element αgibt es wen治stensein 
Element namlich“Komplement" a' derart， dassαr-a'iヘぉ =α(α'unda¥}ノα/v必=α)α/
fur jedes m sind. Vgl. L7 auf S. 743 in G. Birkho迂 C!
(29) S. 746 in G. Birkho詑C.
(30) S. 705 in M. H. Stone，“Post叫αtesfoγ Booleαn algebras (1;党dgelwγalized 
Booleαnα1geb?・αs"， Amer. Journ. of Math.， Vol. 57， 1935， (703-732)・
Vol. 3， No.55.] 
(83 ) 
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3. Die Beziehung zur H. Whitneyschen Matroidentheorie31). 
Es seien M ein ?s1-Raum(32) von endlichen vielen Elementen e1 ， e2l ・ p
en l und N seine Tei1menge. Sodann bestehen naturlich die folgende 
S瓦tze.
R1 Rang Dl = 0(33). 
R2 Rang (N十e)ニ=Rang N十k，wo k = 1 oder 0 ist. 
R3 Rang (N十e1)口 Rang(N十e2)= Rang N 
→ Rang (N十e1十匂)口 RangN. 
Umgekehrt legt man diese drei Satze der abstrakten aus e1， e2， ..• 
en bestehenden Menge M als Axiome zugrunde， und schreibt man 
e1…九=0 bzw. e1…九二ト0，je nachdem Rang (e1…ι) < 8oder Rang 
(e1 ・ es) = s ist， so wird M auch ein お1-Raum. Diese Rl' Rz， und R3 
sind in der Tat die Axiome des H. Whitneyschen sogenannten Matroid(34)， 
also kann man folgendermassen behaupten ; 
Jeder endliche ?s1♂αum ist ein Mαtroid，間 durngekehTt. 
~ 4. Die Unabhangigkeit des Axiomensystems. 
In diesem Paragraphen sol nun ein Axiomensystem， das zum 10， 
50幽Axiomaquivalent und gleichzeitig untereinander unabhangig ist， 
hergestellt werden. Zuerst sind die folgenden sieben Eigenschaften aus 
dem 10， 50-Axiom leicht herzuleiten. 
V α ニトO. 
2ネ αbα.
Vαc， bc→ αb. 
4'ド αbc，αbd→ αb oder bcd. 
Pωbcd→ αcbd. 
6* αi・・αsZ，zb1 b2， → α1・ αsb1b:2， S与1.
ア α1・ αsb1b2→ Ez， α1・・αsZ，zb1b2， S ミ1. 
(31) H. Whitney，“ 01も theαbstrαct Pγoperties of lineαr depω1dence"， Amer. 
Journ. of Math.， Vol. 57， 1935， (509-533). 
S.出aclane，“Some仰向γp?・etationsofαbstract lineαγ dependence in terms 
of projective geoη~et'ry "， Amer. J ourn・ofM ath.， V 01.58， 1936， (236-240). 
(32) S. 236 in A1. 
(33) ~è bedeutet die lere Menge. 
(34) S. 510 in der obigen H. Whitneyschen Arbeit. 
[Sc. Rep. T.B.D. Sec. A. 
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Um die Aquivalenz der beiden Axiomensysteme zu zeigen， wollen 
wir behaupten ; 
(1) Es gilt ααfur jedesα. 
Beweis: ααα 
αZ， zα 
αZ， αZ， →α ， w. z. b. w. 
(2) ab→ bα. 
Beweis: b， αb一歩 bα，
(3) Es gilt bααfur belie bigeα， b.
Beweis: αbα， 1一一_'-h、N
αbα … 
αb 
w. z. b. w. 
bα ，ααα → bα ， 
(4) Es gilt αb fur beliebigeα， b.
， Beweis: bα ， l_一、円月九
bαb j i…u 
bα 
αb， bαb-→αb， 
~5)αbc → bαc. 
Beweis: αbα， 1一一一、 λ川戸
仰 J ¥… 
(6)αbc→ bcα. 
Beweis: 
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αb 
bα，αc---" bαc， 
αbc ， l ー→ h~fI.
伽 J J … 
αb 
bα ，αcα → bcα， 
(85 ) 
w. z. b. w. 
w. z. b. w. 
w. z. b. w. 
w. z. b. w. 
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( 7 )α1…αs→ α1 . .αsX fur jedes x， s孟2.
Beweis: α1 ・ α'8 
α1・ αs，α8aSx 
α1…αsX， w. z. b. w. 
(8 ) αi・ αmZ，zb1 ..bn→ α1・.amb1.. bn， 11も迄1，nミ2.
Beweis: (Vollstandige Induktion in Bezug auf n) 
α1・・αmZ，zb1・ 6π
α1・ αmZ，zb1・・bト 2Z1，zlbn-1b況
α1・ αη1b1・ bη-2Z1， Zlbη_lbn 
α1・・αmb1••. 丸， w. z. b. w. 
( 9 )αl…αmb1…bn→ Ez，αl…αmZ， zb1…ん m乙1，η注2.
Beweis: (Vollstandige Induktion in Bezug auf η) 
α1・ αmb1・ b犯
α1・ αmbl'"b叫ー2Z1，Zl bη-lb仇
α1・・αmZ，zb1 ..bト 2Z1，zlbnーlbn
α1・ αmZ，zb1.. bn， w. z. b. w. 
(10) α1・ αγ・ι→ αγ・α1・ αs， s=4， 4孟4ミ2.
Beweis: αbcd αbcd αbcd 
αbz， zcd bαcd bαdc 
bαZ， zcd bcαd bdαc 
bαcd， cbαd， dbcα， 
(11)α1…αi . .αs→αγ・ι1…αs，Sミ5，s>-i~2. 
Beweis: (Vollstandige Induktion in Bezug auf s) 
(i) i<s-2. 
α1・ α4・・αs
α1・ α4・・αs-2Z，Zαs -1αS 
ai・・α1・ αs-2Z，Zαs-1αs 
町一α1・・αs， W. z. b. w. 
W. z. b. w. 
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(i) i = s -1 (ii) i = s 
α1・・α8-3α8-2α8-1αs
α8-2・・αs-3α1α8-1αs
as_2・・α.'l-SZ，Zα1α.'1-1 αs 
α，~-2 ・・・ α8_3Z ， Zαs-l α1α.~ 
α8-2・・αs-3αs-1α1αs
α8-2・・ αs-3Z，Zα8α8-1α1 
α8-2・・α8-3αsα8-1α1
α8-1・・αs-3αs-2α1α日， α日・・・α8-3αs-2αs-lα1，
W. z. b. w. 
(12) ゆiZ72z，!ー αb od. bXl ω ， ?n> 1. 
αoy 
(13) 
Beweis:αbXl .. Xm，  
αby 
αbz， zx 1 • . . Xm， 1 
αby 
(αb od . bzy) ， ZXl…;:t?路
αb od. (bν伊Z，zx忽1• . . ♂叫?川九
α'，b od. bXl・・XmY， W. z. b. w. 
α1・asXl.. Xm，ー αiαsod.α2 ・ a.~Xl .. X?ì~Y ， 
α1…asy sと2，m 与と1.
Beweis: (VoI1standige Induktion in Bezug auf s) 
α1・・αsXl・・ Xm，1
α1・・αsY
α1・・ αsXl.. Xm， 1 
α1 ・・αs-lZ，Zαsν Y 
(α1・..α8-1od. α2" .αs♂1・・ XmZ)， zasy 
α1・・ αs-lod. (α2…αsX1・・・勿mZ，zasν) 
α1・・ αs-l od. αsZ od. α2・・αsXl・・ XmY
α'1… α8-1 od. (α1… αs-lZ， za.<r) od.α2 .…一.αs勿1.….一.必?叩】引l
α1 ...αs一1od. α1・・αsod. α2" .αsXl .. X'rnY 
α1・・α8od. α2・・ αs勿1・・ X.mY， w. z. b. w. 
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Folglich gilt ; 
Satz 76. Dαs 1ヘ7"--Axiomund 10， sO-Axiom sind mueinαnde1'・
aquiのαlent.
Wir wollen nun die Unabhangigkeit des 1+=-， T)にAxiomensystems
zelgen. 
(1) 1汗 istvon ubrigen Axiomen unabhangig. 
Beweis: Dafur brauchen wir uns nur eine aus einzigen Element 
bestehende Menge zu denken， indem wir allen Zyklen als l' = 0 " setzen. 
(2) 2* ist von ubrigen unabhangig. 
Beweis: Dafur brauchen wir uns nur eine aus einzigen Elemente 
bestehende Menge zu denken， indem wir dann allen Zyklen als“半0"
setzen. 
(3) 3* ist von ubrigen unabh位19i9.
Beweis: 羽Tirdenken uns eine aus zwei Elementenα， b bestehende 
Menge， und deuten dann die Abhangigkeit der Zyklen folgendermassen : 
Anzahl der Elemente des Zyklus 2 3ム
Festsetzung der Abhangigkeit 
des Zyklus 
αbキO? ??? ? o 
sonst， = 0 
(4) 4怜 istvon ubrigen unabhangig. 
Beweis: Um e1t1 konkretes Model zu geben denken wir立nseine aU8 
drei Elementenα， b， c bestehende Menge， und definieren dann die 
Abhangigkeit der Zyklen durch die foJgende Festsetzung: 
Anzahl der Elemente des Zyklus 2 3 4ム
Festsetzung der Abhangigkeit 
des Zyklus 
キO
A キO
B=O 
αbc =f: 0 
?? ?
sonst， = 0 
wobei: 
A : der aus lauter verschiedenen Elementen bestehende Zyklus 
und 
B: der mindestens ein Paar von denselben Elementen enthaltende 
Zシklus.
[Sc. Rep. T.B.D. Sec. A. 
(88 ) 
ZuγAxiomαtik dert冷 lineαγenAbhangigkeit， III (Schluss). 135 
(5) 5* ist von註brigenunabhangig. 
Beweis: AIs ein konkretes Model denken wir uns eine aus funf 
Elementenα， b， c， d， e bestehende Menge， und definieren die Abhangig-
keit der Zyklen durch folgende Festsetzung : 
Anzahl der Elemente I 唱[
des Zyklus ム 1
Festsetzung der 
Abhangigkeit 
des Zyklus 
wobei: 
=ドo
2 I 3 
AキO
BZ01 
B口 o
αbe) = 0 
(cde)口 O
sonst，キO
4 
B=O 
(e) = 0 
=0 
(αb)(cd)) = 0 
sonst，半O
A: der aus lauter verschiedenen Elementen bestehende Zyklus， 
B: der mindestens ein Paar von denselben Elementen enthaltende 
Zyklus， 
(αbe): der in be1iebiger Reihenfolge ausα， b， e bestehende Zyklus， 
und dasselbe gilt fur (cde) ， 
(e): der wenigstens einmal e enthaltende Zyklus， und 
( αb)(cd)): einer der αbcd， bαcd，αbdc， und bαdc ist. 
(6) 6t ist von ubrigen unabh瓦ngig.
Beweis: Als ein Model denken wir uns eine aus drei Elementenα， 
b， c bestehende Menge， indem wir die Abhangigkeit der Zyklen folgen-
dermassen festsetzen : 
Anzahl der Elemente des Zyklus 1 2 3 4~ 
一一一一一
FestsetzU!1g der Abhangigkeit aαbキO
キO =0 =0 
des Zyklus sonst， = 0 
(7) 6;， (s と~2) ist von註brigenunabhangig. 
Rp，wP，ls = Wir betrachten eine aus einem einzigen Ele1l1ent beste崎
hende Menge， inwelcher die Abhangigkeit der Zyk巾lenfolge凶 eωrm口a郡S関
def五i.niertist : 
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Anzah1 der Elemente des Zyklus 
Fegtsetzung der Abhangigkeit 
des Zyklus 
(8) 7t 1St von仁ibrセenunabhangig. 
2会，毛 s十1 S 十 2~
=0 キO
Beweis: Wir denken uns eine aus einem einzigen Elemente beste-
hende Menge. Die Festsetzung der Abh註ngigkeitder Zyklen ist hierbei 
die folgende : 
Anzahl der Elemente des Zyklus 1ム，全 2 3ム
Festsetzung der Abhangigkeit des Zyklus キO とコ O 
(9) 7;， (s主2)ist von ubrigen unabhangig. 
Beweis: Wir denken uns eine aus s十2Elementen bestehende 
Menge mit der folgenden Festsetzung der Abhangigkeit der Zyklen : 
Anzahl der Elemente des Zyklus 1全，会 s十l s 十2~
AキO
Festsetzung der Abhangigkeit des Zyklus =0 
sonst， = 0 
wobei A der aus lauter verschiedenen Elementen bestehende Zyklus ist. 
Sch1iess1ich kann man behaupten ; 
Satz 77. Dαs TV.-， 7iにAxiomist uniereinαndeγunαbhιng1:g. . 
Das hier betrachtete Axiomensystem 1St selbstverstandlich wideト
spruchsfrei， aber kategorisch ist es nicht. 
Bei Verlegung dieser Arbeit hat mein Lehrer Prof. K. Nakamura 
sich der grossen Muhe unterzogen， eine vol1standige Korrektur mit個
別 1esen，und rnich vielfach mit kritischen Bemerkungen und wertvollen 
Ratschlage . und herz1ichen Anregungen unterstutzt. Auch an dieser 
Stelle sei iihm der herz1ichste Dank ausgesprochen. 
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